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Обсуждается источник энергии, идущей на генерацию осциллирующей заряженной каплей 

вязкой жидкости, электромагнитного излучения. Показано, что источником электромагнитного 

излучения является тепловая энергия, выделяющаяся в капле при ее осцилляциях в силу                  

вязкого рассеяния механической энергии осцилляций. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Как показано в [1, 2], осциллирующая                

облачная капля или капля дождя, несущая             

собственный заряд или индуцированные              

внешним электростатическим полем электри-

ческие заряды, способна    излучать электромаг-

нитные волны, так как, согласно общей теории 

[3], электрические заряды, движущиеся с          

ускорением (что происходит при осцилляциях 

капли), излучают электромагнитные волны.            

Из-за осцилляций облачных капель будет иметь 

место и генерация акустических волн [4]. 

Теория излучения акустических и электро-

магнитных волн осциллирующими каплями в 

последние годы подробно разработана [1, 2, 4, 5], 

но кое-что описано не полностью. Так, не             

понятен источник энергии, идущей на генерацию 

электромагнитных волн. При излучении каплей 

электромагнитных и акустических волн энергия, 

запасенная в ней в виде механической энергии 

капиллярных волн, уменьшается. В самом деле, 

при излучении ускоренно движущимися                   

зарядами электромагнитных волн уменьшаются 

скорости движения зарядов, а при излучении 

акустических волн, передающих механическую 

энергию молекул воды молекулам окружающего 

газа, уменьшаются скорости движения молекул 

воды. Средняя скорость движения молекул той 

либо иной среды есть мера ее температуры.              

Другими словами, при излучении электромаг-

нитных и акустических волн осциллирующей 

каплей ее температура снижается. Очевидно, что 

энергией, подходящей для восполнения каплей 

потерь на излучение электромагнитных и               

акустических волн, является тепловая.  

Учтем, что все реальные жидкости обладают 

вязкостью и при осцилляциях капли часть ее  

механической энергии превращается в тепло            

из-за вязкой диссипации. Согласно                            

[6, с. 805–807], декремент v затухания                            

осцилляций n-й моды сферической капли                         

радиусом R (или показатель скорости превра-

щения механической энергии в тепло) опреде-

ляется выражением: 

2
η ( 1)(2 1),n n

R



                     (1) 

где v – коэффициент кинематической вязкости 

жидкости. 

Чтобы оценить, хватит ли этого количества 

тепла для поддержания непрерывности электро-

магнитного и акустического излучения капли, 

следует найти декременты затухания ее осцил-

ляций вследствие этих излучений. 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Пусть имеется уединенная сферическая капля 

радиусом R идеальной несжимаемой идеально            

проводящей жидкости с плотностью 1 и коэф-

фициентом межфазного натяжения на границе со              

средой . Примем, что капля обладает зарядом 
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Q, находится в идеальной сжимаемой диэлектри-

ческой среде, характеризующейся плотностью 

2, диэлектрической проницаемостью ex и                  

скоростью распространения звука .  

В реальной жидкости в силу теплового             

движения молекул в капле в ней создается      

капиллярное волновое движение, приводящее к 

искажению границы раздела сред и имеющее 

весьма малую (не превышающую 0,1 нм)                       

амплитуду порядка ξ ~ / σT , где  – посто-

янная Больцмана; T – абсолютная температура 

[7].  

Решение задачи естественно лежит в сфери-

ческой системе координат (r, , ), связанной с        

центром масс капли. Для упрощения дальнейших 

выкладок рассмотрим осесимметричный случай, 

пренебрегая зависимостью от азимутальной               

координаты . 

Заряд капли Q распределен по ее возму-

щенной поверхности. Согласно сказанному                   

выше, ускоренное движение заряженной поверх-

ности капли при ее осцилляциях будет                          

приводить к генерации электромагнитных волн. 

Движение поверхности капли вызовет во                      

внешней среде появление акустической волны. 

Уравнение возмущенной поверхности капли 

запишется в виде: 
 

(θ, ) ξ(θ, ),r t R t   

где ξ(θ, )t R  – деформация сферической 

формы, обусловленная капиллярным волновым                      

движением. 

Волновые движения внутренней и внешней 

сред капли будем полагать потенциальными, то 

есть поле скоростей движения сред внутри и вне 

капли выразим через потенциалы скоростей: 
 

( ,θ, ) ψ ( ,θ, );j jV r t r t  (j = 1; 2).           (2) 
 

Здесь величины, относящиеся к капле,              

отмечены нижним индексом 1 (то есть j = 1),                               

а относящиеся к среде – нижним индексом 2     

(то есть j = 2). Заметим, что функции ( ,θ, )jV r t , 

ψ ( ,θ, )j r t  имеют тот же порядок малости, что и 

возмущение (, t). 

В принятом приближении идеально прово-

дящей жидкости скорость перераспределения 

заряда на поверхности капли на много порядков 

больше гидродинамических скоростей. В виду 

этого электрическое поле, создаваемое зарядом 

Q, будем принимать квазистационарным и                   

характеризовать напряженностью поля E . 

Математическая формулировка задачи                   

расчета капиллярных осцилляций несжимаемой                           

заряженной электропроводной капли в                         

сжимаемой диэлектрической среде и возни-

кающих при этом акустических и электромаг-

нитных излучений, состоит из: 

– уравнений Эйлера: 
 

 
 

,θ, 1
,θ, ;

ρ

j
j

j

dV r t
P r t

dt
    

 (j = 1, 2);                                (3) 

– вещественных уравнений непрерывности 

для полей скоростей: 
 

 1div ,θ, 0;V r t 
 

 2
2 2

ρ
+divρ ,θ, 0;V r t

t





             (4) 

– волнового уравнения и уравнения непре-

рывности электрического поля:  
2

2 2

1 ( ,θ, )
( ,θ, ) 0;

E r t
E r t

c t


  


 

div ( ,θ, ) 0.E r t   
                       (5) 

Первое из уравнений (4) после подстановки в 

него (2) при j = 1 сводится к уравнению Лапласа 

для потенциала поля скоростей течения                     

жидкости в капле 1(r, , t): 
 

1ψ ( ,θ, ) 0;r t 
                         

(6) 

Используя (6), из уравнения (3) найдем                   

выражения для давлений внутри  1 ,θ,P r t  и вне 

капли  2 ,θ,P r t : 

 
 

0

ψ ,θ,
,θ, ρ ;

j
j j j

r t
P r t P

t


 


 

(j = 1, 2).                                (7) 

В случае сжимаемой внешней среды из                      

второго уравнения (4) и условия (7) при j = 2 

можно получить волновое уравнение для потен-

циала поля скоростей 2ψ ( ,θ, )r t :  

2
2

22 2

ψ ( ,θ, )1
ψ ( ,θ, ) 0.

r t
r t

t


 


 

Граничные условия к (5) и (6) запишем в               

виде: 

0r  :  1ψ ( ,θ, ) 0;r t   

r  : ( ,θ, ) 0.E r t   

Потенциал движения частиц внешней среды 

2ψ ( ,θ, )r t  должен удовлетворять условию излу-

чения Зоммерфельда [8] на бесконечном                   

удалении от поверхности капли (в расходящейся 

акустической сферической волне, амплитуда       

которой  убывает при r  ): 
 

r  :  2
1 2

ψ ( ,θ, ) 1
ψ ( ,θ, ) o .

r t
ik r t

r r

  
   

  
 (8) 
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Кроме того, на границе раздела сред 

 ξ θ,r R t   потребуем выполнения гидроди-

намических граничных условий: 
 

 
  

ξ θ,
, ψ ,θ, ;j

t
n r t

t


 


  (j = 1, 2);       (9) 

       1 2 σ,θ, ,θ, ,θ, ,θ, 0;qP r t P r t P r t P r t   

    
2ε

,θ, ,θ, ;
8π

ex
qP r t E r t

   σ ,θ, σdiv ,θ,P r t n r t  

и условия эквипотенциальности поверхности 

капли: 

 τ, ( ,θ, ) 0.E r t   

Единичный вектор нормали ( ,θ, )n r t  к                

свободной поверхности капли 

   ,θ, ξ θ, 0F r t r R t     будем вычислять 

по формуле  ,θ, /n r t F F  , из которой                         

несложно получить: 
 

θ

1 ξ(θ, )
,

θ
r

t
n e e

r


 

    
              (10) 

где re , θe   – орты сферической системы коорди-

нат.  

Пользуясь (10), перепишем кинематическое 

граничное условие (9) в виде: 
 

 θ, :r R t    
   ψ ,θ,ξ θ,

;
j r tt

t r




    
(j = 1, 2). 

 

Также учтем условия неизменности при       

осцилляциях объема капли, неподвижности ее 

центра масс и постоянства заряда капли: 

2 34
sinθ θ φ π ;

3
V

r drd d R  

2 sinθ θ φ 0;

V

r r drd d    

[0 ξ(θ, ), 0 θ π, 0 φ 2π];V r R t         

 
ε

( ,θ, ), ( ,θ, ) ;
4π

ex

S

n r t E r t dS Q  

[ ξ(θ, ),

0 θ π, 0 φ 2π].

S r R t  

   
           (11) 

Отметим, что условия (11) накладывают огра-

ничения снизу на спектр колебательных мод   

осциллирующей капли, участвующих в форми-

ровании искажения равновесной сферической 

формы.  

В (8)–(11) τ  – единичный вектор касательной 

к свободной поверхности; O и o – символы             

порядка малости [9]; i – мнимая единица; 

1

Re nk



  – волновое число звуковых волн;              

n – комплексная частота; n – номер колеба-

тельной моды; 
0 jP  – постоянные давления в     

капле (j = 1) и среде (j = 2);  ,θ,qP r t  – давление 

электрического поля собственного заряда на    

поверхность капли;  σ ,θ,P r t  – давление сил 

поверхностного натяжения (лапласовское                  

давление) под искаженной капиллярным                    

волновым движением сферической поверх-

ностью капли.  

В итоге выписанная система скалярных     

гидродинамических уравнений с граничными и 

дополнительными условиями, а также система 

векторных уравнений для электрического поля с 

соответствующими граничными условиями дает 

математическую модель решаемой задачи. 

Дальнейшее решение задачи проведем в              

рамках теории возмущений [9] в линейном            

приближении по малому параметру , опреде-

ленному как отношение максимальной ампли-

туды капиллярных    осцилляций капли к ее                

радиусу: ε max ξ / 1R  . Искомые                           

неизвестные функции (, t), j(r, , t), ( ,θ, )E r t  и 

давления  ,θ,jP r t ,  ,θ,qP r t ,  σ ,θ,P r t                       

запишем в виде асимптотических разложений с 

точностью до членов первого порядка малости 

по : 
 1 2ξ(θ, ) ξ (θ, ) (ε );t t   

 1 2ψ ( ,θ, ) ψ ( ,θ, ) (ε );j jr t r t   (j = 1, 2); 

   0 1 2( ,θ, ) ( ,θ) ( ,θ, ) (ε );E r t E r E r t    (12) 

   0 1 2( ,θ, ) ( ,θ, ) ( ,θ, ) (ε );j j jP r t P r t P r t     

   0 1 2( ,θ, ) ( ,θ) ( ,θ, ) (ε );q q qP r t P r P r t    

   0 1 2
σ σ σ( ,θ, ) ( ,θ) ( ,θ, ) (ε ).P r t P r P r t  

 
 

В (12) верхним индексом «0» обозначены   

величины, относящиеся к равновесному                     

состоянию системы (нулевого порядка по ), а 

верхним индексом «1» отмечены величины,          

вызванные возмущением поверхности капли и 

имеющие первый порядок малости по . 
 

ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ  

И ДЕКРЕМЕНТЫ 
 

Подставляя проекты решений (12) в сформу-

лированную задачу (2)–(8), в первом порядке 

малости по , с учетом ортогональности                  

полиномов Лежандра [10] стандартными                  
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методами [1, 2, 4–7] несложно найти дисперси-

онное соотношение задачи в виде: 

  

  
  

3
2 1

2
0

1

2

03

σ
1 2

ρ

ρ
1

ρ

1 1 2 .
4πε σ 1 2

n

ex

n n n
R

nH

Q
G n n

R n n

 

 
 
 

 

 
    
   



   

(13) 

Пользуясь известным соотношением для  

сферической функции Бесселя    2
nh z , получим: 

     
 

   

2 1

0

2 !1 1
exp ;

! ! 2

n
m

n n m
m

n m
h z iz i

z n m m z







 




    
z = kr. 
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 (15) 

При условии 1 01 1 1z z k R   , 

2 02 2 1z z k R    функции (14), (15) примут 

асимптотический вид: 

   

2

2 1
0 01

1 2 !
;

1 2 ! 1

n
nn

H i z
n n n


 

         

 
 

 

2

2 1
0 02

2 1 !1
.

2 !

n
nn

G i z
n n


 

    
 
          

 (16) 

При записи уравнения (13) учитывается, что 

комплексная частота n выражается соотно-

шением: Re Imn n ni    , в котором                

вещественная часть Ren дает собственную    

частоту осцилляций капли, а мнимая часть Imn 

в рамках модели идеальной жидкости характе-

ризует декремент затухания, обусловленный   

потерей энергии капиллярных осцилляций капли 

на излучение звуковых и электромагнитных 

волн.  

В случае Im Ren n   левая часть диспер-

сионного уравнения (13) принимает вид: 

 
22 Re 2 Re Imn n n ni     . После подста-

новки в него асимптотических выражений (16) 

легко выпишем решение: 

 

  

 

3
2 2 1

2

1

σ
1 2

ρ
Re 1 ;

2ρ
1

ρ 1

n n

n n n
R W

nn
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   (17) 

  

     

3 2
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1 2σ
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ρ 1
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 (18) 
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Здесь величина параметра Рэлея 
2

34πε σex

Q
W

R
  характеризует электрогидроди-

намическую устойчивость проводящей капли по 

отношению к собственному заряду. Критерий 

электростатической устойчивости n-й моды ос-

циллирующей капли имеет вид W < (n + 2) [12].  

Подставим (17) в (18) и, учитывая, что 

01 1z k R , 02 2z k R , получим декремент зату-

хания 1,  характеризующий скорость затухания 

капиллярного волнового движения из-за излуче-

ния акустических волн: 
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 (19) 

и декремент затухания 2, характеризующий 

скорость затухания капиллярного волнового 

движения из-за излучения электромагнитных 

волн: 
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 (20) 
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Рис. 1. Зависимость декремента затухания 1, определяемого энергопотерями на акустическое излучение облачной капли с 

зарядом  Q = 510-6 СГСЭ, осциллирующей в материальной среде, от радиуса R. Расчеты проведены при n = 2, ex = 1,                

 = 73 дин/см, 1 = 1 г/см3, 2 = 1,310-3 г/м3,  = 3,3104 см/с. 
 

 
Рис. 2. Зависимость декремента затухания 2, определяемого энергопотерями на электромагнитное излучение заряженной 

облачной капли, от радиуса R. Рассчитано при тех же прочих значениях физических величин, что на рис. 1.  Кривая 1                   

соответствует Q = 310-6 СГСЭ, кривая 2 – Q = 4,510-6 СГСЭ, кривая 3 – Q = 610-6 СГСЭ. 
 

 
Рис. 3. Зависимость декремента затухания 1, определяемого энергопотерями на акустическое излучение заряженной             

облачной капли радиуса R = 5 мкм, осциллирующей в материальной среде, от величины заряда Q. Расчеты проведены при 

тех же значениях физических величин, что на рис. 1. 
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Рис. 4. Зависимость декремента затухания 2, характеризующего потери энергии капли на излучение электромагнитных 

волн, от величины заряда Q осциллирующей облачной капли, рассчитанная при тех же значениях физических величин, что 

на рис. 1. Кривая 1 соответствует R = 5 мкм, кривая 2 – R = 6 мкм, кривая 3 – R = 7 мкм. 
 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 5. Зависимость от радиуса R частоты акустического 1 (или электромагнитного 2) излучения (а) облачной капли с 

зарядом Q = 510-6 СГСЭ, осциллирующей в материальной среде; (б) дождевой капли с зарядом Q = 610-4 СГСЭ.  Расчеты 

проведены при тех же значениях физических величин, что на рис. 1.  
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Сравнивая (19) и (20), несложно сразу               

заметить, что декремент затухания, связанный с 

излучением акустических волн, больше декре-

мента затухания, связанного с излучением              

электромагнитных волн, в 2 1( / ) nc    раз.                  

Это подтверждается и численными расчетами. 

Что касается численных значений искомых     

физических величин, то о них можно судить по 

графикам, рассчитанным по найденным анали-

тическим выражениям (17)–(20) при                            

характерных для конвективного облака размерах 

и зарядах капель [13], а также для дождевых    

капель [14, с. 443]: рис. 1–5. 

Из рис. 1–4 легко видеть, что декремент                   

затухания 1, связанный с акустическим излуче-

нием, на много порядков величины превышает     

2 – декремент затухания, связанный с электро-

магнитным  излучением. Из рис. 5 следует, что 

частота излучаемых волн измеряется сотнями 

герц для дождевых капель и сотнями килогерц 

для облачных. Нужно отметить, что частота              

излучаемых волн, как акустических, так и                

электромагнитных, определяется частотой                   

осцилляций капли, а именно выражением (17). 

 

БАЛАНС ЭНЕРГИИ МЕЖДУ  

ДИССИПИРУЕМОЙ В КАПЛЕ В ВИДЕ ТЕПЛА 

ИЗ-ЗА НАЛИЧИЯ ВЯЗКОСТИ ЭНЕРГИЕЙ 

АКУСТИЧЕСКОГО И ЭЛЕКТРО-

МАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЙ И  

ИДУЩЕЙ НА ТЕПЛООБМЕН СО СРЕДОЙ 
 

Прежде всего отметим, что для намечаемой 

качественной оценки сначала необходимо      

оценить количество диссипируемой из-за               

вязкости жидкости энергии. Как видно из (1), эта 

энергия пропорциональна коэффициенту                        

кинематической вязкости v и обратно пропорци-

ональна квадрату радиуса капли R. Легко               

заметить, что при v = 0,01 см
2
/с и R = 0,35 см для 

величины декремента получим: v  0,12 с
-1

, что 

на пять порядков величины превышает 1 и на 

тридцать шесть порядков 2. 

Таким образом, тепловыделение в дождевой 

капле во много раз превышает ее энергопотери 

на излучение акустических и электромагнитных 

волн и непрерывность излучения будет обеспе-

чена. Тепло, оставшееся после учета потерь на 

излучение, будет уходить на нагревание капли и 

среды. 

Пренебрегая электрической энергией слабо 

заряженной капли, можно выписать аналити-

ческое выражение для полного количества             

энергии W  осциллирующей сферической капли 

[15], равной сумме ее потенциальной и кинети-

ческой энергии. 

Учтем, что  – коэффициент поверхностного 

натяжения, и, отсчитывая потенциальную                

энергию сил поверхностного натяжения от                  

потенциальной энергии капиллярных сил равно-

весной сферы, получим для нее выражение [15]: 

1 2
σ

2

2πσ ( 1)( 2)(2 1) .n

n

W n n n a






     

Таким образом, потенциальная энергия сил      

поверхностного натяжения W получилась в виде               

однородной квадратичной функции от амплитуд 

капиллярных волн an. Если представить кинети-

ческую энергию осциллирующей капли W в   

таком же виде, то можно будет принять an за                           

обобщенные координаты. 

Так как проводящая жидкость, составляющая 

каплю, предполагается однородной, невязкой и      

несжимаемой, то движение жидкости в капле 

будем считать потенциальным. Введем                      

потенциал скоростей волнового движения: 

 0

2

,θ ,n
n n

n

r P r P




         

где  nP 
 

– полином Лежандра [10];                                

P0 – полином Лежандра нулевого порядка; коэф-

фициенты n неизвестны и будут найдены из   

кинематического граничного условия (9) на      

поверхности капли. В итоге кинетическая                 

энергия движущейся жидкости в капле опреде-

лится выражением [15]: 

2 .
2 2

V V

W U dV dV
 

      

Поскольку      и                  

 = 0, то, пользуясь формулой Грина [16],    

можно записать: 
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Скорость движения поверхности в направлении 

радиус-вектора r t   можно вычислить в        

качественном отношении, используя кинемати-

ческое граничное условие (9), выписанное в    

линейном по  амплитудам мод осцилляций     

приближении. Приравнивая коэффициенты при 

полиномах одного порядка, найдем: 

1nn
n

a
n a

t


  


. Следовательно: 
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В итоге будем иметь: 
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  (21) 

Оценим численно по (21) количество энергии 

для n = 2, принимая во внимание, что именно                           

основная мода осцилляций капли возбуждается и 

в осадках, и в облаке [17, 18]. Примем для   

оценки  = 73 дин/см, 1 = 1 г/см
3
,                            

a  R = 20 мкм. Чтобы оценить скорость капил-

лярных волн, выражение (17) для частоты осцил-

ляций капли умножим на радиус капли, получим 

скорость движения поверхности капли по                   

порядку величины: 310 см сna

t




. В итоге      

оценим полную энергию, выделяющуюся за    

секунду в осциллирующей капле по прядку      

величины: W = Q  10
-3

 эрг. Это соответ-

ствует, согласно простому соотношению:           

Q = mcT, увеличению температуры капли 

на T  210
-4

 
 град если теплоемкость воды с 

принять равной примерно c  410
7
 эрг/гград 

[19, с. 504]. 

Согласно закону Фурье, количество тепловой 

энергии, проходящей через элементарную     

площадку ds за интервал времени dt, от капли 

определится выражением [20]: 

γ
,

dT
dq dsdt

dn
   

где  – коэффициент теплопроводности среды;   

dn – бесконечно малое приращение вектора 

внешней нормали к невозмущенной поверхности 

капли; dT – приращение температуры среды,     

соответствующее смещению на dn; ds – элемент 

площади поверхности. Полное количество тепла,                          

отдаваемого среде каплей в единицу времени, 

запишется в виде:  

24π γ .
dT

Q R
dn

 
 
                    (22) 

В стационарных условиях величина Q должна 

примерно (не принимая во внимание весьма    

энергопотери на излучение) равняться                         

количеству тепла, выделяющегося в капле вслед-

ствие диссипации энергии из-за вязкости, то есть 

должно быть  10
-3 

эрг. Для оценки примем:  
 

,
dT T

dn n



                           

(23) 

 

и из (22) с учетом (23) найдем разницу                            

температур капли и среды T , при которой     

такой отток тепла из капли имеет место:  
 

                                 
2

.
4π γ

Q n
T

R


  

Величину n (расстояние по нормали) примем из 

общефизических соображений как длину                    

свободного пробега молекулы в воздухе при    

атмосферном давлении n  10
-5

 см (пренебрегая 

длиной свободного пробега молекулы в воде). 

Тогда, принимая   2,510
3
 эрг/смсекград      

[21, 22, с. 359], найдем: 710 градT  . Таким 

образом, чтобы отвести избыток тепла от капли в 

среду нужна весьма малая разность температур 

между каплей и средой. Тепло в капле вслед-

ствие диссипации энергии    из-за осцилляций не 

будет накапливаться. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Диссипация механической энергии капли 

вследствие капиллярных ее осцилляций из-за 

вязкости жидкости обеспечивает восполнение 

энергии, идущей на акустическое и электромаг-

нитное излучение. Доля энергии, идущей на   

излучение, на много порядков величины меньше 

общей энергии осцилляций, диссипируемой из-за 

вязкости, избыток которой в виде тепла уходит в 

окружающую среду вследствие теплообмена. 

Разность температур капли и среды, обеспечи-

вающая отток тепла от капли, измеряется милли-

онными долями градуса. 
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Summary  
 

The source of energy for the generation of electro-

magnetic radiation by an oscillating charged drop of      

viscous liquid is discussed. It is shown that the source of 

electromagnetic radiation is the thermal energy released 

in the drop during its oscillations due to viscous                        

dissipation of the mechanical energy of oscillations. 
 

Keywords: oscillating drop, charge, dissipation of   

mechanical energy 
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